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摘  要    《集合与图论》是计算机科学与技术的理论基础课。《集合与图论》与程序设计类课程的联合实验课程，

基于程序设计竞赛试题，以提高学生综合应用知识编程解决问题的能力为目标。本文详述《集合与图论》和《数据结

构》的联合实验课程“欧拉图构造性证明的算法实现”。实验由求解欧拉链的程序设计竞赛试题及其解析构成；学生

完成基于 DFS 的欧拉图定理的构造性证明；体会证明过程就是发现欧拉链的算法；在编程解决问题的过程中综合运用

DFS、图的建模、并查集判断图的连通性等。 
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Abstract— “Set and Graph Theory” is the theoretical foundation for computer science and technology. We construct 

joint experimental curriculums for set and graph theory and programming curriculums based on programming 

contest problems, to improve students’ skills solving problems by programming and comprehensively applying 

knowledge. The paper specifies a joint experimental curriculum for set and graph theory and data structure “the 

algorithm implementation for the constructive proof of Euler graph”. A programming contest problem solving 

Eulerian circuit and its analysis constitute the experiment. Students are required to finish the constructive proof of 

Euler graph based on DFS, and realize the proof is the algorithm finding the Eulerian circuit. Solving the problem by 

programming requires students to comprehensively apply DFS, Union-Find Set used to determine graph connectivity, 

graph modeling, and so on. 

Keywords—Programming, Set and Graph Theory, Euler Graph, DFS, Constructive Proof, Union-Find Set, Graph 

Modeling 

1  引  言 

《集合与图论》是计算机科学的理论基础课，包

括集合论、图论、组合数学初步。其教学目的，一方

面，奠定学生的计算机专业知识体系的理论基础，磨

练学生的思维方式数学化；另一方面，展现《集合与

图论》作为理论基础课程与其他课程的关系，使得同

学们更好地理解计算机的知识体系结构，以及应用理

论知识解决实际问题。 

程序设计类课程和集合与图论的教学，已经经历

了多年的课程建设，也已经有了很多经典的教材。然

而，一方面，课程之间彼此相对独立；另一方面，就

课程本身而言，目前的程序设计类课程的教学还是以

课堂教学为主，无法系统、全面地磨练学生编程解决

问题的能力；而集合与图论课程也没有很好地让学生

体会到计算机理论基础与计算机主干课程之间的关

联，也没有很好地磨练学生应用理论解决实际问题的

能力。 

程序设计竞赛是“编程解决问题”的竞赛，在 1980

年代中后期走向成熟之后，近 40 年来，累积了海量的
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试题。这些来自全球各地，凝聚了无数命题者的心血

和智慧的试题，不仅可以用于程序设计竞赛选手的训

练，而且可以用于教学和实验，系统、全面提高学生

综合应用知识编程解决问题的能力。 

为此，笔者对海量的程序设计竞赛的试题进行了

分析和整理，从中精选出相关试题，基于程序设计竞

赛的知识体系，以系统、全面地提高学生编程解决问

题的能力为目标，以实验为单位，进行教材建设和课

程建设。在教材建设方面，编写 “大学程序设计课程

与竞赛训练教材”系列，在中国大陆出版简体中文版，

在台湾出版繁体版，并一直改进，脱胎换骨地出版新

版；在美国由 CRC Press 出版英文版，全球发行

[1][2][3][4][5][6][7][8]。在课程建设方面，教学方法采

用以编程实验为基础的案例教学，并采用在线测试系

统、虚拟在线竞赛等信息化技术；不仅建设程序设计

类实验课程，并以实验教改为切入点，融入大学程序

设计类课程中[9][10][11][12][13]；而且，建设《集合

与图论》与程序设计类课程的联合实验，以编程解题

为抓手，构建《集合与图论》和程序设计类课程的关

联，将磨练学生的思维方式数学化和提高编程解决问

题的能力相结合，系统提高学生综合应用知识编程解

决问题的能力。 

本文详述《集合与图论》和《数据结构》的联合

实验课程“欧拉图构造性证明的算法实现”。首先，本

文介绍并查集，以及通过并查集判断图的连通性；并

查集的实验，也是集合与图论与数据结构的联合实验；

同时，也是欧拉图构造性证明的算法实现实验的前导

实验。然后，本文详述《集合与图论》和《数据结构》

的联合实验课程“欧拉图构造性证明的算法实现”，由

基于 DFS 的欧拉图构造性证明引出求解欧拉链的算

法，由程序设计竞赛试题 The Necklace 及其解析给出

编程解题所需要综合应用的知识：图的建模、DFS、

并查集判断图的连通性。 

2  并查集及图的连通性的判断 

在现实中，存在“物以类聚，人以群分”的关系，

定义如下： 

定义2.1（划分，块） .  设S是任意一个集合。SiS，

Si， i=1,2, …, n。如果S1S2……Sn=S，并且

Si∩Sj=（i, j=1, 2, …, n，ij），则称={S1, S2, …, Sn}

是S的一个划分，其中每个Si称为划分的一个块。 

由于这类问题主要涉及对集合的合并和查找，因

此也称={S1, S2, …, Sn}为并查集。 

并查集维护互不相交的集合S1, S2, …, Sn，每个集

合Si都有一个特殊元素rep[Si]，称为集合Si的代表元。

并查集支持如下三种操作： 

（1） make_set(x)：加入一个含单元素的集合{x}

到并查集={S1, S2, …, Sn}中，则rep[{x}]=x。注意x不

能被包含在任何一个Si中, 因为在中任何两个集合都

是不相交的。初始时，对每个元素 x 执行一次

make_set(x)。 

（2） join(x, y)：把x和y所在的集合Sx和Sy合并，

也就是说，从中删除Sx和Sy，并加入Sx Sy。 

（3） set_find(x)：返回x所在集合Sx的代表元

rep[Sx]。 

并查集的存储结构一般采用树结构，每个集合用

一棵树表示, 集合中的每个元素表示为树中的一个节

点，根为集合的代表元（如图1）。 

 

图 1  

每个节点p设一个指针set[p]，记录它所在树的根

节点序号。如果set[p]<0，则表明p为根节点。初始时，

为每一个元素建立一个集合，即 set[x]=-1（1≤x≤n）。 

对于查找操作，我们采用边查找边“路径压缩”的

办法，在查找过程的同时，也减少树的深度。例如在

图2(a)所示的集合中，查找元素y2所在集合的代表元，

就从y2出发，沿路径y2-y3-y1-x1查找到x1，并依次将路

径上的y2、y3、y1的set指针设为x1，如图2 (b)。 

 

图 2 

边查找边“路径压缩”的算法如下： 

首先，从节点 x 出发，沿 set 指针查找节点 x 所在

树的根节点 f（set[f]<0）。然后进行路径压缩，将 x 至

f 的路径上经过的每个节点的 set 指针都指向 f。查找

过程如下： 

int set_find(int p)  
// 查找 p 所在集合的代表元，用路径压缩优化 
{  

if (set[p]<0) 
    return p; 
return set[p]=set_find(set[p]); 
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} 

合并操作只需将两棵树的根节点相连即可。例如，

将x所在的集合（树根fx）并入y所在的集合（树根fy），

即以fx为根的子树上根节点的set指针指向fy，如图3。 

 
图 3 

合并的算法如下： 

计算x元素所在并查集的树根fx和y元素所在并查

集的树根fy。如果fx==fy，则说明元素x和元素y在同一

并查集中；否则将x所在的集合并入y所在的集合，也

就是将fx的set指针设为fy： 

void join(int p, int q)  
// 将 p 所在的集合并入 q 所在的集合 
{  

p=set_find(p); 
q=set_find(q); 
if (p!=q) 
    set[p]=q; 

} 

 “路径压缩”是在查找过程中进行，而不在合并

过程中进行，因为合并需要查找待合并的两个集合的

根节点，路径压缩实际上就是减少查找中树的深度，

从而减少查找的时间消耗。 

判断图的连通性，可以用 BFS、DFS、Warshell

算法等，也可以通过并查集判断图的连通性：根据图

的边给出节点集合的划分。一条边关联的两个点是相

连的，就被划分到同一个集合中。初始时，图中每个

节点构成一个集合。然后，依次输入边；如果输入的

边所关联的两个节点是在同一个集合中，则这两个节

点已经是连通的；如果输入的边所关联的两个节点是

在两个不同集合中，则这两个集合中的节点至少可以

通过该边连通，就将这两个集合进行合并。重复以上

过程，就可得到节点集合的划分。如果所有节点在一

个集合中，则图是连通图；否则，图不连通，而节点

集合的每个划分是一个连通分支。 

3  欧拉图构造性证明的算法实现实验 

3．1  基于 DFS 的欧拉图构造性证明 

构造性证明，就是定理说明存在一种特定的对象，

而证明方法就是说明如何构造这样的对象。 

定义3.1（欧拉图）.  如果在图G中具有一条包含

G中所有边的闭链，则称它为欧拉闭链，简称为欧拉

链，称G为欧拉图。 

定理 3.1  G 是连通图，则 G 是欧拉图当且仅当

G 的所有节点都是偶节点。 

证明：如果图 G 是欧拉图，则在 G 中有一条包含

G 中所有边的闭链（欧拉链）x1 x2 … xm，且 x1= xm。

如 xi 在序列 x1 x2 … xm 中出现 k 次，1im-1，则

d(xi)=2k。所以 G 的所有节点都是偶节点。 

图 G 是连通图且每个节点都是偶节点，可以用

DFS 在图 G 中搜索出一条闭链 C。如果 C 不是欧拉

链，则在 C 中必有一个节点 vk，其度数大于在 C 中

vk连接的边的数目，就用 DFS 从 vk开始搜索一条边

不在 C 中的闭链 C’。如果 CC’=G，则 CC’是欧

拉链；否则同理，在 CC’中必有一个节点 vk’，其度

数大于在 CC’中 vk’连接的边的数目，再用 DFS 从

vk’开始搜索一条边不在 CC’中的闭链 C”，加入到

CC’中；以此类推，直到获得欧拉链。 

显然，必要性的证明过程也是获得欧拉链的算法。 

3．2  欧拉图构造性证明的算法实现的实验：

The Necklace 

由 学 生 编 程 解 决 程 序 设 计 竞 赛 试 题 “The 

Necklace”。所完成的程序要在规定的时间和内存限制

下，通过官方测试数据，或通过在线测试。 

程序设计竞赛试题“The Necklace”描述如下： 

我妹妹有一条用彩色珠子做的漂亮项链。每个珠

子由两种颜色组成，相继的两个珠子在邻接处共享一

种颜色，如图4所示： 

 
图 4 

有一天，项链线断了，珠子撒了一地。妹妹收集

了散落在地上的珠子，但无法肯定是否收齐。她来找

我帮忙，想知道用目前收集的珠子是否能够联成项链。 

请您帮我写一个程序解决这个问题。 

输入 

输入包含T 个测试用例，输入的第一行给出整数T。  
每个测试用例的第一行给出一个整数N (5≤N≤100)，表示我

妹妹收集到的珠子的数目。接下来的N 行每行包含两个整数，
表示一个珠子的两种颜色，颜色用从1到50的整数表示。 

输出 

对于入中的每个测试用例，首先输出测试用例编号，如样
例输出；如果无法做出项链，输出一行“some beads may be lost”；
否则，输出N行，每行用珠子两端的颜色对应的两个整数描述
一颗珠子，在第i行第2个整数要和第i + 1行的第1个整数相同。
此外，在第N 行的第2个整数要和第1行的第1个整数相等。可
能存在多解，任何一个解都是可接受的。  

在两个连续的测试用例之间输出一个空行。 

_____________________________________________________________________________________________________《集合与图论》的联合实验课程——以欧拉图构造性证明的算法实现为例

 

2325-0208 /© 2022 ISEP

133



样例输入 样例输出 

2 

5 

1 2 

2 3 

3 4 

4 5 

5 6 

5 

2 1 

2 2 

3 4 

3 1 

2 4 

Case #1 

some beads may be lost 

  

Case #2 

2 1 

1 3 

3 4 

4 2 

2 2 

在线测试：UVA 10054，UVA 2036 

时限: 1000MS，内存限制：65536 K 

3．3  实验原理和方案：算法+数据结构=程序 

图提供了一个自然的结构，由此产生的数学模型

几乎适合于所有科学（自然科学和社会科学）领域，

只要这个领域研究的主题是“对象”与“对象”之间的关

系。 

建立图模型的首要问题是：在图中什么为节点（对

象）？什么为边（对象之间的关系）？ 

对于试题“The Necklace”，如果以直观的做法，

珠子为节点，珠子串接的可能为边，则建立的图无法

将问题的内容表达完全。如3颗珠子（red | green），（red 

| white）和（red | red），则在图中可以给出回路（green 

| red）（red | white）（red | red），得到的图不符合题意，

不能表示“对象”与“对象”之间的关系。 

设图G(V, E)，每种颜色对应一个节点，V={ v1, 

v2, ……, vm }，每颗珠子对应一条边，若有珠子(c1, c2), 

就有无向边{vc1, vc2}。收集的珠子是否能够联成项链

的问题就转化为在图G中是否存在欧拉链的问题。 

算法步骤如下： 

①  在输入测试用例的同时构造图 G；计算每个

节点的度数；对于一条边的两个节点，合并节点所在

的并查集；找出序号值最小的节点 S； 

②  按照递增顺序搜索每个节点所在并查集的

根：若存在两个节点分属不同的并查集，则说明图 G

是不连通图，欧拉链不存在；否则， 

③ 按照递增顺序分析每个节点的度：若存在度

数为奇数的节点，则判定欧拉链不存在，无法做出项

链；否则， 

④ 从 S 出发，通过 DFS 寻找欧拉链。 

4  在《集合与图论》课程中引入联合实

验后的教学效果 

《集合与图论》联合实验还包括：基于偏序关系

的树的遍历；基于贪心算法证明的最大生成树算法实

现；基于多叉哈夫曼树正确性证明的算法实现，等等。 

《集合与图论》联合实验的实践教学效果，目前

从课程建设，以及跨校、跨区域的教学实验体系建设

两个方面体现。 

《集合与图论》课程，在奠定学生的计算机专业

知识体系的理论基础，一方面，磨练学生的思维方式

数学化，另一方面，通过联合实验课程，打通计算机

理论和程序设计类课程的关联，系统提高学生应用理

论解决问题的能力。经过《集合与图论》课程的磨练，

同学们在后续“本科生进入实验室”的活动中，思维

方式数学化和联合实验的训练，奠定了学术研究的基

础，在实验室找到研究切入点后，在本科期间，普遍

能在SCI三区、二区发表学术论文。课程《集合与图论》

现在也已经是国家级一流本科课程的线下一流课程。 

在及跨校、跨区域的教学实验体系建设中， “欧

拉图构造性证明的算法实现”和其他的《集合与图论》

联合实验作为今年的教育部-华为“智能基座”程序设

计课程虚拟教研室和ICPC训练联盟的训练营课程，有

来自两岸四地的527所高校，3316名学生参加，反响良

好。而《集合与图论》联合实验也可以作为程序设计

竞赛选手的解题策略训练课。 

实践证明，《集合与图论》联合实验能有效地提高

学生综合运用知识编程解决问题的能力。 

5  结束语 

本文以《集合与图论》与程序设计类课程的联合

实验课“欧拉图构造性证明的算法实现”为例，展示

《集合与图论》的联合实验课程，以编程解决程序设

计竞赛试题的实验为切入点，培养学生综合应用集合

与图论、数据结构编程解决问题的能力，体会《集合

与图论》与其他课程的关联，并在解题过程中，体会

数学定义、定理、证明的精确描述，在实践中进行思

维方式数学化的训练。 

目前，《集合与图论》的联合实验课程的建设作为

教育部产学合作协同育人项目（阿里云支持），在线下

授课的同时，也同时在线上向两岸四地授课[14]，并

在进一步完善中。 
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